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Bolim 8: integrasyon Teknikleri

T

l

SEKIL 8.1 Ormnek 6'daki bblge.

‘ a Hesaplamal
Belirli intagralteri Kismi jntegrasyonta Hesap

1 igin Denklem (1) dek; i,
P onla hesaplamak i 4 i e
Belirli integralleri kls:rf; l:::ing' m3 birlegtirilebilir. f've g''niin her "‘f*’”mfieif, a
yon formli ile Temel Teorem, 4l edersek Temel Teorem, Kisim 2 asagidaki wop ‘

' ' UCH gy,
araliginda stirekli oldugunt kab .
e o fcin Kismi Integrasyon f ormiii
i Belirli fntegralier fgin & )
[ 1 /;'” e '(I}g'{)”;[x )
1 ]ﬂxjg (x)dx = flx)glx) ], [/ ;
a

Denklem (3)'& uygularkcn normalde Denklem (2)’dcki uw ve v notasyonlang, kuﬂ%,

riz, ¢inkii hatirlamasi daha kolaydir. Buna bir érnck verelim.

ORNEK 6  x=0'danx=4"ckadary = xe * egrisi ve x-ekseni ile sinirls béslgenin Zhons
bulunuz.
(ézim  Bolge Sekil 8.1°de taraly alan olarak gosterilmigtir. Alans s6yledir:

4
/ xe “dx.
0

u=x,dv=e"de,v=-e*vedu=dxolsun. O halde;

? 4 . =
/ xe *dx —,re“}n “/ (—e ) dx
0 0

4
[—4e™ — (0)] + / e % dx
J0

li

14
o

~ge™ — et — (=& =1-5¢e =091 :

-4t — ¢

i

i

integrasyon Tablosu

f'nin pes pese tiirevinin alinabildigi (sifir olacak sekilde) ve £’ nin zorlanmadan megzi-
nin alinabildigi | f(x)g(x) dx bigimindeki integrallerin kismi integrasvon i¢in dogal adn-
lar olduklarim gordiik. Ancak ¢ok fazla tekrar gerekiyorsa hesaplamalar kullamssiz s
gelebilir, ya da tekrar eden kismi bir integrasyon igin sectiginiz dondsimlier sonunds sz
bulmak istediginiz baslangictaki integrale ulastirabilir. Bu gibi durumlarda hesaplamzr
diizenleyerck zorluklardan kurtanp isi cok daha kolay hale getiren bir vol vardr. Bum &
tegrasyon tablosu denir ve asagidaki 5reklerde aciklanmaktadir.

ORNEK 7

Asagidaki integrali hesaplayimz:

/rze’dr.

(zim  f(x) = ve glx)=¢" ile listeyi olustururuz.

Sl PR e

f(x) ve tiirevleri

2(x) ve integralleri
2
* (+) &~
ZI } ('."':
2. (<] -

0




8.1 Kismi Integrasyon 441

O.kle.lr]a birbirine baglanmig fonksiyonlarin garpimlarimi oklarin iizerindeki igaretlere gore
birbirlerine ekleyerek asagidaki sonucu elde ederiz;

./ch"" dx = x%e* — 2xe* + 2¢* + C.

Bu sonucu Ornek 3*teki sonugla karsilagtiriniz, "

ORNEK 8  Agagidaki integrali hesaplayiniz:

[I3 sin x dx.

(ozim  f(x) = x’ ve g(x) = sin x ile listeyi olustururuz.

f(x) ve tiirevleri

2(x) ve integralleri

(_+)» - sin x

%“ —cos x
\(‘f)‘ —sinx
% cos x
0 \\h sin x

Yine oklarla birbirine baglanmis fonksiyonlarin garpimlarim oklarin tizerindeki isaretlere
gore birbirlerine ekleyerek agagidaki sonucu elde ederiz;

[xlsin.tdt = —x3cosx + 3x?sinx + 6xcosx — 6sinx + C. n

Bu bdliimiin sonundaki Ek Aligtirmalar, ne f ne de g’nin pes pese tiirevleri ahnarak
sifirlanamadig durumlarda integrasyon tablosunun nasil kullamlabilecegini gostermekte-

dir.

Abstirmalar 8.1

Mom Integrasyon

Yhy . ” e
ima 124, integralleri kismi integrasyonla hesaplayiniz.

I-f\mnéd\ 2. /()cns w8 0

" costdr 4, [1"51[]\(!‘1‘

thivgy 6. / vVin v dy
N

15. f.\‘“e"dt 16. /p‘p‘:'(fp
17. f(.\': — Sx)e'dx 18. /(r: +r+ e dr
19, /.1“&":(\' 20. ]fzt‘”d:

21. j e’ sin @ do 22, je Y eos v dy

23, /t"”‘ cos 3y oy 24, f¢;~ “* sin 2v iy

Dedigken Déntistimlerini Kullanmak
Algtioma 25-30°da, integrallen kistm ing
ken donfstimil Kullanarak hesaplavimz.

: oy ; ;
pL N / PR 0 26. / v\ Y e
. Ja

egrasyondan dnce bir degas-
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Boliim 8: Integrasyon Teknikleri

n=1vea=lile

v = = il
/xsm X D) 2} V1= 42
Daha sonra sa taraftaki integrali bulmak icin Formiil 49u kullaniniz:

2 [T
dr = % sin™ (I) —-%x a -3+

2 a

/ -
Vi - 12
a=11ile,

/ xdx =_é_sin“'x—%x\/l*x2+C.
2

| —x

Sonuglar birlestirildiginde;

2 . |
/xsin"xdx =L gin'x -%(%sm Iy = -ix\/] oF b C)

2

2

=2 L sin"x+lx\/1 -x2+C.
2 4 4

indirgeme Formiilleri

Tekrarh kismi integrasyon yontemi igin gercken siire bazen indirgeme formiilleriyle asap.
daki gibi kisaltilabilir.

tan" xdx = L tan” 'x — [ tan"" Zxdx :
n—1 (1
/(lnx)"dx = x(Inx)" — nf (Inx)" 'dx @

: sin” ! x cos™*! 5 - g
/sm"xcos'"xdx = - T B :7 5 :1 sin"2xcos"xdx  (n# -ml
{3

Béyle bir formilii pes pese kullanarak orijinal integrali sonunda daha diisiik kuvvetli ve dognr
dan hesaplanabilir bir integral olarak ifade ederiz. Agagidaki 6rmek bu yontemi agiklamakiade

ORNEK 4 Asagidaki integrali bulunuz:

/tansxdx.

(oziim 1 =35 ile Denklem (1)’i kullaniriz:

/tansxdx = :;:tan“x - /lan"xdx.

Daha sonra Denklem (1) tekrar n = 3 jle kullanip kalan integrali hesaplanz:

—

WS T I Gl
/ tan” x dv = 5’y — /tanxdx = itanzx + In |cosx| + C.
Sonuglar birlegtirildiginde:

s l l
' yvdy = S tanty = L pand .
[ X dy 4 tan’ 3 tan“xy ~ In |cos x| + C’.

l'nlcg.ml blglmlcr‘inin gosterdigi gibi, indirgeme formitlleri kismi integrasyon .‘*é"wmi =
lantlarak elde edildi. (Bkz. Boliim 8.1, Omek §.) .



7 TABLO 8.1 Temel i

1. fkd\' = kx + C  (k herhangi bir sayt1)

INTEGRASYON TEKNIKLERI

G.E’.'FL BAKIS Temel Teorem, bir i
lirli integral; nasil hcsaplayacaglml
yonlarin ters tiirevlerinin formlarin
ken déniigiimg yontemleriyle kulla

ntegrand fonksiyonunun ters tiirevini bildigimizde be-
21 gosterir. Tablo 8.1 simdiye kadar ¢aligtigimiz fonksi-
1 6zetlemektedir ve tablodaki bu basit formiilleri degis-

narak daha karmagik formiilleri hesaplamamiz miimkiin
olmaktadir. Bu bsliimde daha bagka énemli teknikleri dgrenecegiz; bdylece ters tiirevleri

si‘mdiye. k-adar gosterilen yéntemlerle bulunamayan birgok fonksiyon bilesimlerinin ters
tiirevlerini (yada belirsiz integralleri) bulabilecegiz.

———

ntegrasyon formiilleri e g e

—

12. ftan.rdx = In |secx| + C

n+l
2. [.\"’d\: = ’f_i_ [+ ¢ (n#—1) 13. /cot.rdx = In|sinx| + C
3 f%l =In|x| +C 14. /secxdx =In|secx + tanx| + C
4, /e"dx =" + C 15. fcsc.rdx = ~In|cscx + cotx| + C
X
5. fa"a’x=l§7+C’ (@a>0,a#1) 16. ]sinhxdr=coshx+C
6. fsin.r dx = —cosx + C 17. /coshxcir = sinhx + C
. dx -1 [ X
1. cosxdx = sinx + C 18. /————_’ = sin (*) 1
8. sec’xdx = tanx + C 19. / dx q=ltan" (l) +C
- - - ) az + x_ a a
9. fcsc:.rd\' = —cotx + C 20. —4—, = Zlfsec—l :c}z: + C
X X" —a
10. fsecxtanxdx =secx + C 21. f-/—it_‘___ = sinh™! (;,t) + C (a > 0)
Va~ + x-
11, [csc.rcot.rdr = —cscx + C 22 / o RS = = cosh! (5—) +C >a>0)
Vax~ —a*
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Bilinmeyen inte r iki tarafa integ-

ral gral gimdi esitligin her iki yaninda da gérinmektedir. He

eklenip ve integral sabitini yazildiginda,

2/ e*cosxdy = ¢'siny + ¢*cosy + C

Sonucunu verir, 2 ile bdltip integral sabitini yeniden yazdigimizda;

v ]
e'sinx -+ e cosy . [ ]
/e‘cos.rd.r = A

4

ORNEK 5 Agapidaki integrali

/ cos” x dx

cos x"in daha dusiik kuvvetinin integrali olarak ifade eden bir indirgeme formilil bulunuz.
(8ziim  cos” x ifadesini cos™ ' x - cos x olarak dtistinebiliriz. O zaman

u=cos" 'y ve dv = cosxdx

olarak aldigimizda

du = (n = 1)cos" % x(—sinx dx) ve v = sinx

olur. Bdylece kismi integrasyon

/cos"xdx = cos" 'xsinx + (n - l)/ sin’ x cos" % x dx

il

cos" 'xsinx + (n — l)f (1 — cos®x) cos" 2 x dx

= cos" ' xsinx + (n — l)[ cos" 2xdx — (n — l)[ cos” x dx

sonucunu verir. Esitligin her iki yanmina

(n — Hf cos" x dv

n[ cos" xdx = cos" 'xsinx + (n ~ l)[cns"‘ 2xdx

cklersek,

clde ederiz. Daha sonra her iki tarafi n ile bdlerek asagidaki sonuca ulaginz;

n-1

cos" 'xsinx | onm— 1 .
[ gos" xdx = = + / cos" % v dv. B

Ornek 5°te elde edilen formile indirgeme formild denir, ¢inki bir fonksiyonun belli bir
kuvvetini igeren bir integrali, aynt formda ama indirgenmig bir kuvvetini igeren bagka bir
integrale doniigtdriir. » pozitif bir tamsay! oldugung_in. kalan integral kolayca hesaplanabi-
lir hale gelene kadar formiilid pes pese uygulanz, Ornegin, Ornek 5°teki sonug bize sunu

soylemektedir; o ‘
: Vo, cosTxsiny 2
costady = TR 4 T L cos y di

S SR T S
3 Cos“ X siny 4 3 Sinx ol '
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Ogrenci Numaras Grup No

Bélimi Matematik Béliimii Sinav Tarihi 04/08/2013

Dersin Adi 0251321 Matematik I Yili¢i Final Sinava guli!:s‘; D | smavver

Cyeini s v i

YOK nun 2547 sayil Kanunun Ogrenci Disiplin Yonemmeliginin 9. Maddesi olan “Sinaviarda kopya yapmak ve yapnrmak veya buna
tesebbils etmek” fiili isleyenler bir veya iki yariyll uzaklastirma cezasi alirlar.

Sorul y=4+/1-x* egrisi, y=x ve y =0 dogrulan tarafindan sinirlanan bolgenin

Ox ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olugan donel cismin hacmini bulunuz (Sekil

cizilecek).

h

Bagsartlar dilerim.
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